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Àííîòàöèÿ

Â öèêëå íàøèõ íåäàâíèõ ðàáîò ðàññìàòðèâàëàñü çà-

äà÷à óïðàâëåíèÿ ñâÿçàííûìè ìàðêîâñêèìè öåïÿìè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåîáõî-

äèìî íàéòè ðåøåíèå íàáîðà 1 óðàâíåíèé äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñèëó ñïåöèôèêè çàäà÷è

ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàëè îïåðàöèþ ìèíèìèçàöèè

â ïðàâîé ÷àñòè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü íà

êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ ïðèìåðà ñèñòåìû òðåõ âîäî-

õðàíèëèù íàéäåí àíàëèòè÷åñêèé îòâåò, ÷òî ñóùå-

ñòâåííî ñíèæàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.

Åùå îäíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé ïî-

ñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íåëèíåéíûõ íåâûïóê-

ëûõ îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé. Ïðè-

÷åì ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ýòîãî ìíîæå-

ñòâà íåïðèìåíèìî, ïîýòîìó çàäà÷à íàõîæäåíèÿ

àíàëèòè÷åñêîãî îòâåòà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è, îïèñûâàåìûå ìàðêîâñêèìè öåïÿìè èç-
âåñòíû äàâíî è ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòÿõ. Îïòèìèçàöèÿ óïðàâëÿåìûõ ìàðêîâñêèõ ïðî-
öåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì ìíîæå-
ñòâîì ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåíñèâíî ðàç-
âèâàþùóþñÿ îáëàñòü ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ [1, 2, 3, 4, 5]. Òàêèå ìîäåëè èñïîëüçó-
þòñÿ ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, íàïðèìåð,
â çàäà÷àõ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ [6, 7], â ìîäåëÿõ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ëîêàëèçàöèè ýïèäåìèé [8].

Ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ çàïà-
ñàìè âîäû â âîäîõðàíèëèùàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìî-
äåëåé íà îñíîâå ìàðêîâñêèõ öåïåé ïðèñóòñòâóþò â
ðàáîòàõ [9, 10, 11]. Óðîâåíü âîäû ïîäâåðæåí äåé-

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ,

ãðàíò 16-31-60049
1â äàííîé ðàáîòå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí íàáîð âìå-

ñòî ñèñòåìû äëÿ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ñ ñèñòåìîé âîäîõðàíèëèù

ñòâèþ ñåçîííûõ è êëèìàòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ (äîæäè,
èñïàðåíèå), íà íåãî âëèÿþò ñåçîííûå òðåáîâàíèÿ
ïîòðåáèòåëåé. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èç
íåñêîëüêèõ ñâÿçàííûõ âîäîõðàíèëèù, òî ìîãóò ïî-
ÿâèòüñÿ óïðàâëÿåìûå ïîòîêè ìåæäó ñîñåäíèìè âî-
äîõðàíèëèùàìè. Â çàâèñèìîñòè îò çàïàñîâ âîäû ìî-
ãóò ââîäèòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïîòðåáëåíèå, ïðèìå-
íÿòüñÿ ìåòîäû öåíîâîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, ÷òî, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîæåò ñêàçûâàòüñÿ íà ïîâåäåíèè ïîòðåáè-
òåëåé è îáúåìàõ ïîòðåáëåíèÿ [10]. Êàæäîå âîäîõðà-
íèëèùå, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ, èìååò ñâîè õà-
ðàêòåðèñòèêè. Òåêóùèé óðîâåíü âîäû îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðåäûñòîðèåé, ïîïîëíåíèå èç-çà îñàäêîâ è ïî-
òåðè èç-çà èñïàðåíèÿ çàâèñÿò, íàïðèìåð, îò ïëîùà-
äè âîäîõðàíèëèùà. Ðàñõîä âîäû ïîòðåáèòåëÿìè òàê-
æå ñâîé ó êàæäîãî âîäîõðàíèëèùà. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîòîêè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ãåíåðàòî-
ðà ìàðêîâñêîé öåïè.

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêîãî òèïà çàäà÷
îñíîâûâàåòñÿ íà ñâåäåíèè çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé
ê çàäà÷å äåòåðìèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòå-
ãðàëüíûìè è òåðìèíàëüíûìè êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà.
Ïîñëåäíÿÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòî-
äà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ äàííîãî
êëàññà çàäà÷ ïîëó÷àåòñÿ íàáîð îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâèìûõ â òåíçîð-
íîé ôîðìå.

Ïðè îïèñàíèè ñèñòåìû âîäîõðàíèëèù êîëè÷å-
ñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ðàñòåò ìóëüòè-
ïëèêàòèâíî, ïîñêîëüêó ðàñòåò ðàçìåðíîñòü âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ. Âìåñòî ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé îäíî âî-
äîõðàíèëèùå, ïîÿâëÿåòñÿ òåíçîð ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàíãà, îïèñûâàþùèé ñèñòåìó â öåëîì.

Ìíîãèå èç ñóùåñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ
íå ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ïîñêîëüêó ïûòàþòñÿ ïîñòðîèòü òåíçîð öåëèêîì
è ðàçìåñòèòü â ïàìÿòè, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì, ïîñêîëüêó â ïðàâóþ ÷àñòü âõîäèò íå ñàì òåí-
çîð, à åãî ñâåðòêè.

Î÷åâèäíî, ÷òî óðîâåíü âîäû íå ìîæåò èçìåíÿòü-
ñÿ ìãíîâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàð-
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êîâñêîé öåïè, âîçìîæíû ïåðåõîäû òîëüêî ê äâóì ñî-
ñåäíèì ñîñòîÿíèÿì, à çíà÷èò, ÷òî ãåíåðàòîð ìàðêîâ-
ñêîé öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëüíî ðàçðåæåííóþ
ìàòðèöó. Ýòà îñîáåííîñòü áûëà ó÷òåíà è èñïîëüçî-
âàíà. Â ðàáîòàõ [12, 13] áûëà îïèñàíà ðåàëèçîâàííàÿ
ïîäñèñòåìà, ñòðîÿùàÿ ïîëíûé íàáîð óðàâíåíèé äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé áóäåò ïðè-
âåäåí íèæå (3).

Ìîäåëè, àíàëîãè÷íûå ñèñòåìàì ñâÿçàííûõ âîäî-
õðàíèëèù, âîçíèêàþò â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïîòîêà-
ìè äàííûõ â Èíòåðíåòå [14, 15, 16, 17, 18] è ñèñòåìàõ
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ [19, 20, 21] ñ óïðàâëåíèåì
ñêîðîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ è áóôåðèçàöèåé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîä íàáîðà óðàâíåíèé
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äîêàçàòåëüñòâà-
ìè îïóáëèêîâàí â [22]. Ïðèâåäåì îñíîâíûå îáîçíà-
÷åíèÿ, êîòîðûìè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è â íàñòîÿùåé
ðàáîòå.

Îáúåì âîäû â l-ì âîäîõðàíèëèùå ìîæåò áûòü
äèñêðåòèçîâàí íà Nl ïî óðîâíþ [23]. Ñîñòîÿíèå îïè-
ñûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ X l

t ∈ S l = {e0, ...,eNl} ñ
ãåíåðàòîðîì Al(t,u), ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ìàòðè-
öó ðàçìåðà (Nl + 1)× (Nl + 1). Ñèñòåìà âîäîõðàíè-
ëèù îïèñûâàåòñÿ ñâÿçàííîé óïðàâëÿåìîé ìàðêîâ-
ñêîé öåïüþ X = {X1|X2|...|Xd}. Îáùàÿ òåîðèÿ ñâÿçàí-
íûõ óïðàâëÿåìûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé èçëîæåíà â ðà-
áîòàõ [24, 25].

Âîäîõðàíèëèùà ìîãóò ïîïîëíÿòüñÿ â ðåçóëüòàòå
âûïàäåíèÿ îñàäêîâ. Èíòåíñèâíîñòü ñåçîííûõ âõîäÿ-
ùèõ ïîòîêîâ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè λ l(t). Ðàñõîä
âîäû ïðîèñõîäèò êàê â ñèëó åñòåñòâåííîãî èñïàðå-
íèÿ, òàê è èç-çà ïîòðåáëåíèÿ. Ýòè ïîòîêè îïèñûâà-
þòñÿ èíòåíñèâíîñòÿìè µ l(t) è wl(t) ñîîòâåòñòâåííî è
òîæå çàâèñÿò îò ñåçîíà.

Äàííûé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí ê ñèñòåìå, ñîñòî-
ÿùåé èç òðåõ âîäîõðàíèëèù (d = 3), èçîáðàæåííûõ
íà ðèñ. 1. Íåêîòîðûå èç íèõ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
âîäîïðîâîäàìè, âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è âîäû ìåæäó
íèìè îòîáðàæåíà ñòðåëêàìè. Èíòåíñèâíîñòü óïðàâ-
ëÿåìîé ïåðåäà÷è âîäû èç m-ãî âîäîõðàíèëèùà â n-å
â ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ umn

i jk(t).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííîå óïðàâëåíèå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ îïèñàíèåì ïîòîêà âîäû â ôèçè÷åñêîì ñìûñ-
ëå, à îïèñûâàåò èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòåé, êîòîðîå íå
ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, îòñþäà è äâà ðàçëè÷-
íûõ óïðàâëåíèÿ äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ âîçìîæ-
íîé ïåðåäà÷è âîäû.

Öåëüþ îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ñèñòå-
ìó â öåëîì ê íåêîòîðîìó ñáàëàíñèðîâàííîìó ñîñòî-
ÿíèþ ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿåìîé ïåðåäà÷è âîäû ìåæ-
äó âîäîõðàíèëèùàìè. Êðèòåðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàäðàòè÷íûé øòðàô çà îòêëîíåíèå îò ýòîãî æåëà-
åìîãî ñîñòîÿíèÿ ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïîòîêîâ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ âîäî-

õðàíèëèù â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå

êàæäîãî âîäîõðàíèëèùà [22].
Ýòà èíòåíñèâíîñòü çàâèñèò íå òîëüêî îò âðåìåíè

è íîìåðà âîäîõðàíèëèùà, íî è îò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû â öåëîì X1 = i,X2 = j,X3 = k. Êðîìå òîãî,
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâíîìåðíûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü âîäîïðîâîäîâ

0≤ umn
i jk(t)≤ umn

max,∀{i, j,k},∀t. (1)

Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ
ïîòîêà, ñëåäîâàòåëüíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

umn
max = unm

max > 0.

Îäíîâðåìåííûõ âñòðå÷íûõ ïîòîêîâ âîäû â îäíîì âî-
äîïðîâîäå òàêæå íàäî èçáåãàòü, ÷òî ïðèâîäèò ê îãðà-
íè÷åíèÿì

umn
i jk(t)∗unm

i jk(t) = 0. (2)

Îãðàíè÷åíèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè, è ÷òî
áîëåå âàæíî, îïèñûâàþò íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå äâóõ êîîðäèíàòíûõ îñåé íà ïëîñêîñòè.
Ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè â äàííîé çàäà÷å íå
êîíñòðóêòèâíî, òàê êàê ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ ïîðîæäàåò ïàðó óïðàâëåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïåðåêà÷êå âîäû ïî îäíîìó âîäîïðîâî-
äó âî âñòðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè
èíòåíñèâíîñòÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòî óïîòðåá-
ëÿåìûé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ïîñòðîåíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè íåâûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà óïðàâëåíèé, ê ýòîé ïîñòàíîâêå íåïðèìåíèì, ïî-
ýòîìó çàäà÷à íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî îòâåòà ÿâ-
ëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

3. Íàáîð óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ â òåíçîðíîé

ôîðìå

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì
â [19], áûë âûâåäåí íàáîð óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêî-
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ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è [22]:

〈dφ̂(t),X〉
dt

=−min
u∈U

{〈
φ̂(t),

[
A1(t,u)X1⊗X2⊗ ...⊗Xd+

X1⊗A2(t,u)X2⊗ ...⊗Xd + . . .+

X1⊗X2⊗ ...⊗Ad(t,u)Xd
]〉

+

〈
f0(t,u),X

〉}
=

−min
u∈U

H(t, φ̂(t),u,X) =−H (t, φ̂ ,X)

(3)
ñ òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè φ̂(T ) = φ0 [2], [19], [26].

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
íåêîíòðîëèðóåìûõ ïîòîêîâ êàæäîãî âîäîõðàíèëèùà

f ll(t) = λ
l(t)−µ

l(t)−wl(t); l = 1,2,3.

4. Íàõîæäåíèå ìèíèìóìà äëÿ ïðàâîé

÷àñòè

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ôóíêöèÿ
H (t, φ̂ ,X) èìååò âèä:

H (t, φ̂ ,X) = min
u∈U

{
φi−1, j,k(t)1l(i > 0)

(
λ 1(t)+u21

i,j,k(t)
)
+

φi, j−1,k(t)1l( j > 0)
(

λ 2(t)+u12
i,j,k(t)+u32

i,j,k(t)
)
+

φi, j,k−1(t)1l(k > 0)
(

λ 3(t)+u23
i,j,k(t)

)
+

φi, j,k(t)
(
−λ 1(t)−µ1(t)−w1(t)−2u21

i,j,k(t)−2u12
i,j,k(t)−

λ 2(t)−µ2(t)−w2(t)−2u32
i,j,k(t)−2u23

i,j,k(t)−

λ 3(t)−µ3(t)−w3(t)
)
+

φi+1, j,k(t)1l(i < N1)
(

µ1(t)+w1(t)+u12
i,j,k(t)

)
+

φi, j+1,k(t)1l( j < N2)
(

µ2(t)+w2(t)+u21
i,j,k(t)+u23

i,j,k(t)
)
+

φi, j,k+1(t)1l(k < N3)
(

µ3(t)+w3(t)+u32
i,j,k(t)

)
+(

f l1(t)+u21
i,j,k(t)−u12

i,j,k(t)
)2

+(
f l2(t)+u12

i,j,k(t)−u21
i,j,k(t)+u32

i,j,k(t)−u23
i,j,k(t)

)2
+(

f l3(t)+u23
i,j,k(t)−u32

i,j,k(t)
)2

}
(4)

Òåì íå ìåíåå, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè t è âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû X, îïè-
ñûâàåìîãî èíäåêñàìè {i, j,k}, ïðè âûáðàííîé òîïî-
ëîãèè (ñì. ðèñ. 1) âîçìîæíû ëèøü ÷åòûðå âàðèàíòà:

u12
i jk(t) = u23

i jk(t) = 0;
u21

i jk(t) = u23
i jk(t) = 0;

u12
i jk(t) = u32

i jk(t) = 0;
u21

i jk(t) = u32
i jk(t) = 0.

(5)

Ðàññìîòðèì ïåðâûé âàðèàíò, êîãäà îäíîâðåìåí-
íî îáíóëÿþòñÿ óïðàâëåíèÿ u12

i jk(t) = u23
i jk(t) = 0. Ïðè

ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ ÷èñëî ñëàãàåìûõ óìåíüøàåòñÿ è
ôóíêöèÿ H (t, φ̂ ,X) óïðîùàåòñÿ. Ãðóïïèðóÿ ñëàãàå-
ìûå ïî ñòåïåíÿì ïðè óïðàâëåíèÿõ, ìèíèìèçèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

f (x,y) =
{

2x2−2xy+2y2 +a∗ x+b∗ y+ c
}

;
x = u21

i,j,k(t),y = u32
i,j,k(t);

0≤ x≤ u21
max,0≤ y≤ u32

max;
(6)

ãäå

a = a21
i, j,k(t) =−2φi, j,k(t)+φi−1, j,k(t)1l(i > 0)+

φi, j+1,k(t)1l( j < N2)+2 f l1(t)−2 f l2(t);
(7)

b = b32
i, j,k(t) =−2φi, j,k(t)+φi, j−1,k(t)1l( j > 0)+

+φi, j,k+1(t)1l(k < N3)+2 f l2(t)−2 f l3(t);
(8)

c = ci, j,k(t) = φi−1, j,k(t)1l(i > 0)λ 1(t)+
φi, j−1,k(t)1l( j > 0)λ 2(t)+
φi, j,k−1(t)1l(k > 0)λ 3(t)−
−φi, j,k(t)

[
λ 1(t)+λ 2(t)+λ 3(t)+

µ1(t)+µ2(t)+µ3(t)+w1(t)+w2(t)+w3(t)
]
+

φi+1, j,k(t)1l(i < N1)
[
µ1(t)+w1(t)

]
+

φi, j+1,k(t)1l( j < N2)
[
µ2(t)+w2(t)

]
+

φi, j,k+1(t)1l(k < N3)
[
µ3(t)+w3(t)

]
+

( f l1(t))2 +( f l2(t))2 +( f l3(t))2.

(9)

Î÷åâèäíî è â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ïîëó÷àåì
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðåìåí-
íûõ âèäà:

f (x,y) =
{

2x2±2xy+2y2 +a∗ x+b∗ y+ c
}

;
x,y ∈ [0,xmax]× [0,ymax]

(10)

Çíàê âòîðîãî ñëàãàåìîãî îïðåäåëÿåòñÿ �ñîíàïðàâ-
ëåííîñòüþ� íåíóëåâûõ óïðàâëåíèé. Êîãäà îáà ïîòî-
êà îðèåíòèðîâàíû ðàçëè÷íûì îáðàçîì ïî îòíîøå-
íèþ ê âîäîõðàíèëèùó �2 (ñì. ðèñ. 1), òî èñïîëüçóåì
çíàê ìèíóñ, èíà÷å � ïëþñ.

Êîýôôèöèåíò c ñîäåðæèò ñëàãàåìûå èç (4), â êî-
òîðûõ íèêàêèå óïðàâëåíèÿ íå âõîäÿò, à ñëåäîâàòåëü-
íî, îò âûáîðà îãðàíè÷åíèé èç (5) íå çàâèñèò, à çàâè-
ñèò òîëüêî îò âðåìåíè è âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ
êîýôôèöèåíòîâ.

a12
i, j,k(t) =−2φi, j,k(t)+1l(i < N1)φi+1, j,k(t)+

1l( j > 0)φi, j−1,k(t)−2 f l1(t)+2 f l2(t);
(11)

b32
i, j,k(t) =−2φi, j,k(t)+1l( j < N2)φi, j+1,k(t)+
+1l(k > 0)φi, j,k−1(t)−2 f l2(t)+2 f l3(t);

(12)

Âûðàæåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ôîðìóëû (10) ñâåäåíû â òàáëèöå 1.

Ïîñêîëüêó êà÷åñòâåííûõ îòëè÷èé íåò, ðàçáåðåì
ïîäðîáíî íàõîæäåíèå ìèíèìóìà äëÿ ôóíêöèè, ïðè-
âåäåííîé â óðàâíåíèè (6) c êîýôôèöèåíòàìè (7)- (9),
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Îãðàíè÷åíèå èç (5) çíàê â (10) a b

u12
i jk(t) = u23

i jk(t) = 0 − a12 b23

u21
i jk(t) = u23

i jk(t) = 0 + a21 b23

u12
i jk(t) = u32

i jk(t) = 0 + a12 b32

u21
i jk(t) = u32

i jk(t) = 0 − a21 b32

Òàáëèöà 1. Êîýôôèöèåíòû {a,b} ïðè ðàçëè÷íûõ

îãðàíè÷åíèÿõ

à äëÿ îñòàëüíûõ ïðèâåäåì òîëüêî ðåçóëüòàòû. Íàé-
äåì ìèíèìóì ïî ïåðåìåííîé x, èñïîëüçóÿ y â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà. Âåðøèíà ïàðàáîëû x∗(y) = −1/4a+
1/2y. Îíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ êàê âíóòðè îòðåçêà
îãðàíè÷åíèé, òàê è âíå åãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗(y) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìè-
íèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x= 0. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-
ìà (10) ïðèìåò âèä

f1(x∗(y),y) = 2y2 +b∗ y+ c (13)

Âåðøèíà ïàðàáîëû ïî âòîðîé ïåðåìåííîé y∗ =
−1/4b, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò ðàñïîëàãàòü-
ñÿ îòíîñèòåëüíî îòðåçêà [0,ymax] òðåìÿ ñïîñîáàìè.
Â êàæäîì èç íèõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è óñëîâèÿ
íåñëîæíî çàïèñàòü. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ñòðî-
êàõ ¬-® òàáëèö 2 è 3, è îòîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 4
è 5 â âèäå îáëàñòåé ñ òåì æå íîìåðîì.

Åñëè 0≤ x∗(y)≤ xmax, òî íàèìåíüøå çíà÷åíèå äî-
ñòèãàåòñÿ â âåðøèíå y∗ =−1/6a−1/3b, à êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà (10) ïðèìåò âèä

f2(x∗(y),y) = 3/2y2 +(1/2a+b)y−1/8a2 + c. (14)

Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ñòðîêàõ ¯-± òàáëèö 2 è 3,
è îòîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 4 è 5 â âèäå îáëàñòåé ñ
òåì æå íîìåðîì.

Ïîñëåäíèé, òðåòèé âàðèàíò x∗(y) > xmax, òîãäà
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå
xmax, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (10) ïðèíèìàåò âèä

f3(x∗(y),y) = 2y2 +(−2xmax +b)y+2x2
max +axmax + c,

(15)
à åå âåðøèíà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé y∗ = 1/2xmax−
1/4b. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ñòðîêàõ ²-´ òàáëèö 2
è 3, è îòîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 4 è 5 â âèäå îáëàñòåé
ñ òåì æå íîìåðîì.

Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ äåâÿòü îáëàñòåé â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ a è b äëÿ ñîíàïðàâëåí-
íûõ ïîòîêîâ è äåâÿòü äëÿ ïðîòèâîíàïðàâëåííûõ.

5. Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ìèíèìóìà

ïðàâîé ÷àñòè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäè-
ìî íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû òðåõ âîäîõðàíèëèù âû÷èñëÿòü ìè-
íèìóì ïðàâîé ÷àñòè íàáîðà óðàâíåíèé (3). Ïåðåä

Ðèñ. 4. äåâÿòü îáëàñòåé äëÿ ðàçíîíàïðàâëåííûõ

ïî îòíîøåíèþ ê âîäîõðàíèëèùó �2 ïîòîêàõ

Ðèñ. 5. äåâÿòü îáëàñòåé äëÿ ñîíàïðàâëåííûõ ïî

îòíîøåíèþ ê âîäîõðàíèëèùó �2 ïîòîêàõ
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� Îáëàñòü Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â
îáë ôóíêöèè f ∗ x∗ y∗

¬ −1/4b < 0,−1/4a < 0 c 0 0

­ 0≤−1/4b≤ ymax; −1/8b2 + c 0 −1/4b
−1/4a−1/8b < 0

® −1/4b > ymax; 2y2
max +2bymax + c 0 ymax

−1/4a+1/2ymax < 0
¯ −1/6a−1/3b < 0; −1/8a2 + c −1/4a 0

0≤−1/4a≤ xmax

° 0≤−1/6a−1/3b≤ ymax; −1/6a2−1/6ab−1/6b2 + c −1/3a−1/6b −1/6a−1/3b
0≤−1/3a−1/6b≤ xmax

± −1/6a−1/3b > ymax; 3/2y2
max +1/2aymax +bymax− −1/4a+1/2ymax ymax

0≤−1/4a+1/2ymax ≤ xmax 1/8a2 + c
² 1/2xmax−1/4b < 0; 2x2

max +axmax + c xmax 0
xmax <−1/4a

³ 0≤ 1/2xmax−1/4b≤ ymax; 3/2x2
max +1/2bxmax +axmax− xmax 1/2xmax−1/4b

xmax <−1/4a+1/4xmax−1/8b 1/8b2 + c
´ 1/2xmax−1/4b > ymax 2x2

max−2xmaxymax +2y2
max+ xmax ymax

xmax <−1/4a+ ymax axmax +bymax + c

Ðèñ. 2. Îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ {a,b} ïðè ðàçíîíàïðàâëåííûõ ïî îòíîøåíèþ ê âîäîõðà-

íèëèùó �2 ïîòîêàõ

� Îáëàñòü Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â
îáë ôóíêöèè f ∗ x∗ y∗

¬ −1/4b < 0,−1/4a < 0 c 0 0

­ 0≤−1/4b≤ ymax; −1/8b2 + c 0 −1/4b
−1/4a+1/8b < 0

® −1/4b > ymax; 2y2
max +2bymax + c 0 ymax

−1/4a−1/2ymax < 0
¯ 1/6a−1/3b < 0; −1/8a2 + c −1/4a 0

0≤−1/4a≤ xmax

° 0≤ 1/6a−1/3b≤ ymax; −1/6a2 +1/6ab−1/6b2 + c −1/3a+1/6b 1/6a−1/3b
0≤−1/3a+1/6b≤ xmax

± 1/6a−1/3b > ymax; 3/2y2
max−1/2aymax +bymax− −1/4a−1/2ymax ymax

0≤−1/4a−1/2ymax ≤ xmax 1/8a2 + c
² −1/2xmax−1/4b < 0; 2x2

max +axmax + c xmax 0
xmax <−1/4a

³ 0≤−1/2xmax−1/4b≤ ymax; 3/2x2
max−1/2bxmax +axmax− xmax −1/2xmax−1/4b

xmax <−1/4a+1/4xmax−1/8b 1/8b2 + c
´ −1/2xmax−1/4b > ymax 2x2

max +2xmaxymax +2y2
max+ xmax ymax

xmax <−1/4a− ymax axmax +bymax + c

Ðèñ. 3. Îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ {a,b} ïðè ñîíàïðàâëåííûõ ïî îòíîøåíèþ ê âîäîõðàíè-

ëèùó �2 ïîòîêàõ
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âûïîëíåíèåì ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ îãðàíè÷åíèé äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíî-
ñòè âîäîïðîâîäîâ xmax = u12

max = u21
max,ymax = u23

max = u32
max.

Ýòè çíà÷åíèÿ îäèíàêîâû, íå çàâèñÿò íè îò âðåìåíè,
íè îò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è âû÷èñëÿþòñÿ îä-
íîêðàòíî. Ïîäðîáíåå î ïðîöåäóðå íàõîæäåíèÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â öåëîì ìîæíî ïðî÷èòàòü
â ðàáîòå [22].

Òåì íå ìåíåå, ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè (4) íåîá-
õîäèìî âû÷èñëÿòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ
êàæäîãî âîçìîæíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû âîäîõðàíè-
ëèù. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. âû÷èñëÿåì ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà a12,a21,b23,b32

ïî ôîðìóëàì (11), (7), (12) (8);

2. âûáèðàåì ïåðâóþ ñòðîêó òàáëèöû 1, îïðåäåëÿ-
åì íåíóëåâûå óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
êîýôôèöèåíòû, âû÷èñëåííûå íà ïåðâîì øàãå;
òàê êàê â âûáðàííîé ñòðîêå ñòîèò çíàê ìèíóñ,
òî èñïîëüçóåì òàáëèöó 2, ïî çíà÷åíèÿì êîýô-
ôèöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ïðîâåðîê ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé îïðåäåëÿåì îáëàñòü,
â êîòîðóþ ïîïàëè èõ çíà÷åíèÿ, à ñëåäîâàòåëü-
íî, çíà÷åíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè è êîîðäèíàòû;

3. ñîñòàâëÿåì âåêòîð îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé,
îáíóëÿÿ äâà óïðàâëåíèÿ, çàäåéñòâîâàííûõ â
îãðàíè÷åíèÿõ (2) è çàïèñàííûõ â ïåðâîì ñòîëá-
öå âûáðàííîé ñòðîêè òàáëèöû 2, à äâà äðóãèõ
ÿâëÿþòñÿ íàéäåííûìè êîîðäèíàòàìè ìèíèìóìà
íà ïðåäûäóùåì øàãå:

u∗i, j,k(t) = col
(

u12
i, j,k(t),u

21
i, j,k(t),u

23
i, j,k(t),u

32
i, j,k(t)

)
=

col(0,x∗,0,y∗),

çàïîìèíàåì çíà÷åíèå ìèíèìóìà f ∗;

4. âûáèðàåì âòîðóþ ñòðîêó òàáëèöû 1; òàê êàê â
âûáðàííîé ñòðîêå ñòîèò çíàê ïëþñ, òî èñïîëü-
çóåì òàáëèöó 3, ïî çíà÷åíèÿì �íåîáíóëåííûõ�
êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåì îáëàñòü, â êîòîðóþ
ïîïàëè èõ çíà÷åíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå
ìèíèìóìà ôóíêöèè è êîîðäèíàòû;

5. åñëè çíà÷åíèå ìèíèìóìà, ïîëó÷åííîãî ñ ýòèìè
êîýôôèöèåíòàìè ìåíüøå f ∗, âû÷èñëåííîãî ïî
ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû, òî ñîñòàâëÿåì íîâûé
âåêòîð îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé

u∗i, j,k(t) = col
(

u12
i, j,k(t),u

21
i, j,k(t),u

23
i, j,k(t),u

32
i, j,k(t)

)
=

col(x∗,0,0,y∗),

è çàïîìèíàåì îáíîâëåíèå çíà÷åíèå ìèíèìóìà
f ∗; èíà÷å îñòàâëÿåì âåêòîð îïòèìàëüíûõ óïðàâ-
ëåíèé è çíà÷åíèå ìèíèìóìà f ∗ áåç èçìåíåíèé;

6. øàãè 4 è 5 ïîâòîðÿåì ïî àíàëîãèè äëÿ òðåòüåé
è ÷åòâåðòîé ñòðîê òàáëèöû 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ìèíèìóìà ôóíê-
öèè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ î÷åðåä-
íîãî øàãà ìåòîäà Ýéëåðà, à íàéäåííûå óïðàâëåíèÿ
ñîõðàíÿþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ÷àñòüþ íàéäåííîãî ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñâÿ-
çàííîé ìàðêîâñêîé öåïüþ íà ïðèìåðå ñèñòåìû ñâÿ-
çàííûõ âîäîõðàíèëèù. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëåííîå ðåøå-
íèå íàáîðà óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Â ñèëó ñïåöèôèêè çàäà÷è ýòè óðàâíåíèÿ ñî-
äåðæàò îïåðàöèþ ìèíèìèçàöèè â ïðàâîé ÷àñòè, êî-
òîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü íà êàæäîì øàãå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Êðîìå
òîãî, â çàäà÷å ïðèñóòñòâóþò íåëèíåéíûå íåâûïóê-
ëûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé. Ïðè-
÷åì ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ýòîãî ìíîæå-
ñòâà íåïðèìåíèìî, ÷òî ñäåëàëî çàäà÷ó ïîèñêà àíà-
ëèòè÷åñêîãî îòâåòà àêòóàëüíîé. Äëÿ ïðèìåðà ñèñòå-
ìû òðåõ âîäîõðàíèëèù íàéäåí àíàëèòè÷åñêèé îò-
âåò è ïîñòðîåíà ïðîöåäóðà åãî âû÷èñëåíèÿ íà îñ-
íîâå ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîâåðîê, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî ñíèæàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà-
÷è â öåëîì. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðèâåäåíû â äîêëàäå.
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