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Аннотация

В машинном обучении при построении регресси-
онных зависимостей или решении задач класси-
фикации многомерные описания объектов часто
являются избыточными и функционально зави-
симыми. Такие описания зачастую лежат око-
ло многообразий существенно меньшей размерно-
сти, чем размерность их первичной записи. Дан-
ное предположение называется гипотезой много-
образия (Manifold Hypothesis). Использование такой
информации может помочь в решении исходной за-
дачи. Так возникает задача оценивания многообра-
зий.

В последние годы был разработан ряд подходов,
таких как изометрическое отображение (Isomap),
локально-линейное вложение (LLE), выравнива-
ния локальных касательных пространств (LTSA)
и спектральных вложений Грассмана-Штифеля
(GSE), для решения данной задачи.

В работе рассмотрена общая схема подобных
алгоритмов. Одним из их шагов является расшире-
ние отображения сжатия на точки вне заданной
выборки. Однако, для таких отображений необхо-
димо задавать область определения, так как мно-
гообразие неизвестно. Основной результат работы
состоит в доказательстве того, что область опре-
деления алгоритма Грассмана-Штифеля сходится
по расстоянию Хаусдорфа по вероятности к неиз-
вестному многообразию.

1. Введение

Многие задачи анализа данных, такие как рас-
познавание образов, классификация, кластеризация,
прогнозирование, восстановление регрессии и дру-
гие, связаны с реальными данными, которые лежат
в пространствах высокой размерности, и “проклятие

размерности” часто является препятствием для ис-
пользования алгоритмов машинного обучения при
решении таких задач.

К счастью, во многих приложениях, реальные
многомерные данные заполняют лишь очень малую
часть многомерного пространства наблюдений Rp,
чья внутренняя размерность q мала (обычно, q� p)
[1, 2]. Так, множество алгоритмов снижения раз-
мерности (извлечения признаков), чьей задачей яв-
ляется нахождение низкоразмерной параметризации
многомерных данных, могут быть использованы для
сведения таких “многомерных” задач к низкоразмер-
ным с сохранением их свойств [3, 4]. После этого
маломерные признаки, избавленные от “проклятия
размерности”, могут быть использованы для проце-
дур обучения вместо исходных многомерных векто-
ров [5]: “снижение размерности может быть важно
для отказа от избыточности и снижения вычисли-
тельных затрат на последующие операции” [6].

Наиболее популярной моделью многомерных
данных, занимающей малую часть пространства на-
блюдений Rp, является модель многообразия, в со-
ответствии с которой данные лежат на или вблизи
неизвестного многообразия (многообразия данных,
МД) X меньшей размерности q < p, вложенного в
многомерное пространство входов Rp (гипотеза мно-
гообразия [7] о многомерных данных). Обычно это
предположение выполнено для “реальных” много-
мерных данных, полученных из “естественных” ис-
точников. В реальных примерах, размерность мно-
гообразия q обычно неизвестна и может быть оцене-
на с помощью выборки, случайно сгенерированной
на многообразии данных [8, 9, 10, 11].

Снижение размерности при условии гипотезы о
многообразии для обрабатываемых данных обычно
называется обучением на многообразиях [12, 13]. За-
дачей оценивания многообразий является построе-
ние маломерной параметризации МД (глобальных
низкоразмерных координат на МД) по конечной вы-
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борке из МД.

Гипотеза о многообразии означает, что ма-
лая окрестность каждой точки многообразия экви-
валентна окрестности в низкоразмерном евклидо-
вом пространстве. Поэтому большинство алгорит-
мов оценивания многообразий включают в себя две
части: “локальную”, в которой оцениваются некото-
рые локальные характеристики каждой точки по её
малой окрестности; и “глобальную” часть, в которой
решаются выпуклые оптимизационные задачи спе-
циального вида и строятся маломерные координа-
ты на МД (обычно, обобщенные задачи на собствен-
ные значения). Примерами таких алгоритмов слу-
жат локально-линейные вложения (LLE) [14], изо-
метрические вложения (Isomap) [15], спектральные
вложения Лапласа (LE) [16], локальные вложения
касательных пространств (LTSA) [17], спектраль-
ные вложения гессиана [18], полуопределенные вло-
жений (SDE) [19], диффузионные вложения [20].
Такие методы обучения представляют собой двух-
шаговые процедуры: сначала оцениваются локаль-
ные характеристики, а затем они объединяются и
согласуются для построения глобального решения
[14, 21, 22, 23, 24, 25].

Однако, необходимо определять подмножество
многомерного пространства, на котором определе-
ны оцениваемые величины. При этом от такого под-
множества требуется, чтобы с ростом выборки оно
включало все многообразие и, по возможности, не
включало далекие от многообразия точки.

В данной статье изучается область определения
алгоритма спектральных вложений Лапласа (GSE,
[22]) и доказывается, что расстояние Хаусдорфа
между областью определения алгоритма и многооб-
разием с большой вероятностью стремится к нулю.

Статья устроена следующим образом:

− в разделе 2 описана задача оценивания многооб-
разий и типичная схема алгоритмов, решающих
эту задачу;

− в разделе 3 сформулирован и доказан главный
результат статьи — состоятельность оценки об-
ласти определения алгоритма;

− в разделе приложения A перечислены предпо-
ложения, в рамках которых производится дока-
зательство.

2. Общая схема алгоритмов обучения
на многообразиях

2.1. Оценивание многообразий как задача
вложения многообразий

Рассмотрим неизвестное q-мерное многообразие
данных

X= {X = f (b) ∈ Rp : b ∈ B⊂ Rq} , (1)

покрытое одной картой (B, f ) и вложенное в p-
мерное пространство Rp, q< p. Отображение f явля-
ется взаимнооднозначным из открытого ограничен-
ного множества B ⊂ Rq на многообразие X = f (B) с
гладким обратным отображением f−1 : X→B. Внут-
ренняя размерность многообразия q также является
неизвестной.

Предполагается, что для МД X существует поло-
жительное число обусловленности c(X), то есть для
каждой точки X ∈ Rp, удаленной от X не более чем
на 1/c(X), существует единственная проекция на X
[26].

Существует обратная функция h f (X) = f−1(X),
чьи значения b = h f (X) ∈ Rq, можно рассматривать
как низкоразмерные координаты на многообразии X,
задающие низкоразмерные представления (призна-
ки) b = h f (X) многомерных данных X с многообра-
зия.

Если отображения h f (X) и f (b) гладкие, и мат-
рица Якоби J f (b) размера p× q отображения f (b)
ранга q, тогда q-мерное линейное пространство

L(X) = Span(J f (h f (X))) (2)

пространства Rp является касательным простран-
ством многообразия X в точке X ∈ X. Здесь и далее
Span(H) — это линейное пространство, построенное
на столбцах матрицы H.

Пусть XN = {X1, . . . ,XN} ⊂ X — случайная вы-
борка на многообразии, сгенерированная из какой-
то (неизвестной) вероятностной меры, чей носитель
совпадает с X. Общая задача обучения на много-
образиях ставится следующим образом [13]: по за-
данной выборке XN построить низкоразмерную па-
раметризацию МД, которая задает отображение

H : X⊂ Rp→ Yh = h(X)⊂ Rq (3)

из МД X в пространство признаков Yh ⊂ Rq,q < p,
которое сохраняет свойства МД.

2.2. Типичная схема алгоритмов вложеи-
ня многообразий

Следуя [27], рассмотрим класс типичных алго-
ритмов обучения на многообразиях, который восста-
навливает внутреннюю структуру МД по выборке;
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этот класс включает так называемые алгоритмы с
“нормированными входами” [27]. Общая схема рас-
сматриваемых алгоритмов состоит из четырех ша-
гов.

2.3. Шаг первый: построение окрестности

Для каждой точки выборки Xn ищутся окрестно-
сти из соседей UN(Xn) = {Xn,Xn,1, . . . ,Xn,k(n)} ⊂ XN , то
есть подмножество элементов выборки, состоящее из
близких к Xn точек. Например, UN(Xn) =UN(Xn,ε) со-
стоит из точек XN , попавших в шар радиуса ε с цен-
тром в Xn в пространстве Rp, или UN(Xn,k) состоит
из k(n) = k ближайших к Xn элементов XN .

Построенные окрестности определяют граф вы-
борки Γ(XN), состоящий из вершин {X1, . . . ,XN}, и
между вершинами Xi и X j есть ребро тогда и только
тогда, когда Xi ∈UN(X j) или X j ∈UN(Xi).

2.4. Шаг второй: описание окрестностей

Вычисляются описания выбранных локальных
свойств многообразия. Примерами таких описаний
служат:

• барицентрические координаты {wn,1, . . . ,wn,k}
“центральной” точки Xi по системе ее ближай-
ших соседей {Xn,1, . . . ,Xn,k}, то есть решение оп-
тимизационной задачи ‖Xn−∑ j wn, jXn, j‖2 [14];

• результатом применения метода главных ком-
понент к окрестности UN(Xn,ε) является орто-
гональная матрица QPCA(Xn) размера p×q, чьи
столбцы являются главными собственными век-
торами, соответствующими q наибольшим соб-
ственным значениям [17, 28]. Такие матрицы
определяют q-мерные линейные подпростран-
ства LPCA(Xn) = Span(QPCA(Xn) в Rp, которые,
при определенных условиях хорошо аппрокси-
мируют касательные пространства L(Xn) (2) к
МД X в точке Xn [29].

2.5. Шаг третий: глобальное описание

Вычисляется глобальное описание МД. Для
этого решаются выпуклые оптимизационные зада-
чи при некоторых нормировочных ограничениях.
Обычно, низкоразмерные признаки YN = h(XN) =
{y1, . . . ,yN} ⊂Yh находятся как решения задач мини-
мизации выбранной функции цены L(YN |XN) по YN .

Примерами таких функций могут служить

LLLE(YN |XN) =
N

∑
n=1
‖yn−∑

j=1
wn, jyn, j‖2

F ;

LLE(YN |XN) =
N

∑
n, j=1

K(Xn,X j) · ‖yn− y j‖2
2;

LLT SA(YN |XN) =

=
N

∑
j=1
‖(Iq−QPCA(Xn) ·QT

PCA(Xn)) ·Hn ·Y(n)‖2
F ;

используемые в алгоритмах LLE [14], LE [16] и LTSA
[21] соответственно; здесь Y(n) — матрицы разме-
ра q × (k(i) + 1, состоящие из q-мерных столбцов
{yn,yn,1, . . . ,yn,k(n)}, где пары индексов используются
как в UN(Xn); Hn = Iq− (1/k(n)) ·~1 ·~1T — матрица раз-
мера q× q, Iq — единичная матрица порядка q, ~1 —
вектор из единиц размера q. Некоторые ограничения
в задачах используются, чтобы избежать вырожден-
ных решений.

2.6. Шаг четвертый: расширение задачи
для точек вне выборки

Выборка признаков Yn задает значения отобра-
жения вложения h(X) (3) только в точках выборки.
Обычно, интерес представляет нахождение призна-
ков h(X) для точек вне выборки X ∈X\XN . Популяр-
ные расширения для алгоритмов LLE, LE основаны
на общем подходе ядерного метода главных компо-
нент [30] и предложены в [31, 32]. Концепция функ-
ций цены также позволяет строить вложения для
X ∈ X\XN [33].

3. Основной результат

Множество X\XN неизвестно. Поэтому для отоб-
ражения h(X) (3) необходимо задать область опре-
деления. Так как алгоритмы могут оценивать раз-
личные свойства многообразий, то, чтобы гаранти-
ровать хорошие свойства оценок, область определе-
ния задается различным образом в зависимости от
рассматриваемого алгоритма. В данной работе рас-
сматривается область определения алгоритма спек-
тральных вложений Грассмана-Штифеля [22, 28, 22,
4, 23, 25].

Для ее определения введем дополнительные обо-
значения. Для точки X ∈ X, гладкой неотрицатель-
ной монотонно убывающей функции одной скаляр-
ной переменной k(ρ), ρ ∈ [0,∞) и скалярного пара-
метра ε = ε(N) определим выборочную матрицу ко-
вариационную матрицу:

Σ(X) =

∑
n∈UN(X ,ε)

k(‖X−Xn‖/ε) · (Xn−X) · (Xn−X)T

∑
n∈UN(X ,ε)

k(‖X−Xn‖/ε)
, (4)
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где UN(X ,ε) — шар радиуса ε с центром в X в Rp,
‖X−Xn‖ — вторая норма в пространстве Rp.

Определение 1. Область определения Xh отобра-
жения сжатия h(X) определяется как множество
точек X ∈ Rp таких, что ровно q наибольших соб-
ственных чисел матрицы Σ(X) больше или равны
заданному скалярному параметру λmin.

Обозначим

CK =

∫
Z∈Rq|‖Z‖≤1 k(‖Z‖)‖Z‖2dZ

q ·
∫

Z∈Rq|‖Z‖≤1 k(‖Z‖)dZ
. (5)

Обозначим расстояние Хаусдорфа между мно-
жествами A,B⊂ Rp через dH(A,B):

dH(A,B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B
‖a−b‖,sup

b∈B
inf
a∈A
‖a−b‖}. (6)

Основной результат работы состоит в

Теорема 1. Если относительно многообразия X,
выборки, параметра ε(N) предполагается M1-M8,
S1-S3, P1-P3 соответственно, функция k(ρ), ρ ∈
[0,∞) является неотрицательной монотонно убы-
вающей функцей одной скалярной переменной и па-
раметры 0 < α < β < 1, то для α ·CK ≤ λmin ≤ β ·CK
выполнено:

dH(Xh,X)
p−→ 0.

Для доказательства теоремы нам потребуются
дополнительные обозначения.

Обозначим Xε — множество внутренних точек
многообразия, отстоящих от границы не менее чем
на ε:

Xε = {X ∈ X|∀V ∈ TX (X)∩‖V‖< ε : expX (V ) ∈ X}, (7)

где expX (V ) — экспоненциальное отображение векто-
ра V в точке X (соответствие между окрестностью
нуля в касательном пространства и окрестностью
точки X многообразия).

Пусть для точки X ∈ X векторы V1, . . . ,Vq зада-
ют ортонормированный базис в касательном про-
странстве L(X), и векторы W1, . . . ,Wp−q задают ор-
тонормированный базис в ортогональном дополне-
нии L(X) до Rp. Обозначим элементы матрицы ко-
вариации в базисе V1, . . . ,Vq,W1, . . . ,Wp−q: для E1,E2 ∈
{V1, . . . ,Vq,W1, . . . ,Wp−q}:

Σ(X |E1,E2) =

= ∑
n∈UN(X ,ε)

k(‖X−Xn‖/ε) ·

·((Xn−X)T ·E1) · ((Xn−X)T ·E2)/

∑
n∈UN(X ,ε)

k(‖X−Xn‖/ε), (8)

Теорема 2 (об уклонении элементов матрицы вы-
борочной матрицы ковариации). Если относитель-
но многообразия X, выборки, параметра ε(N) пред-
полагается M1-M8, S1-S3, P1-P3 соответственно,
функция k(ρ), ρ ∈ [0,∞) является неотрицатель-
ной монотонно убывающей функцей одной скаляр-
ной переменной, ε < εmax, то с вероятностью не
меньше (

6a
√

p
ε

)p

· exp(−N · εq ·CM)

для всех X ∈ Xε выполнено∣∣Σ(X |Vi,Vj)−CK ·δi j
∣∣≤ ε

2 ·CΣ;∣∣Σ(X |Vi,Wj)
∣∣≤ ε

2 ·CΣ;∣∣Σ(X |Wi,Wj)
∣∣≤ ε

2 ·CΣ,

где εmax, CΣ и CM — положительные константы,
δi j = 1 тогда и только тогда, когда i = j, a — реб-
ро описанного вокруг X p-мерного гиперкуба (9),
Σ(X |E1,E2) определена в (8).

Доказательство. Доказана в работе [34].

Теорема 3 (Вейля). Пусть A и E — симметричные
матрицы порядка p. Тогда для упорядоченных по
возрастанию собственных λ1 ≥ ·· · ≥ λp и µ1 ≥ ·· · ≥
µp чисел матриц A и A+E выполнено для i = 1, . . . , p

λi−‖E‖F ≤ µi ≤ λi +‖E‖F ,

где ‖B‖F — норма Фробениуса матрицы B.

Доказательство. Доказана в книге [35].

Доказательство теоремы 1. Для матрицы
A = (ai j)

p
i, j=1, где ai,i = CK для i ≤ p, а осталь-

ные элементы равны нулю, и матрицы E = (ei j)
p
i, j=1,

где |ei j| ≤ ε2 ·CΣ, по теореме 3 для собственных чисел
матрицы A+E:

µi ≥CK− p2 · ε2 ·CΣ, i≤ q;

µi ≤ p2 · ε2 ·CΣ, i > p.

Следовательно, при больших N:

µi ≥ λmin, i≤ q;

µi ≤ λmin, i > p.

Из теоремы 2 следует, что Xε ⊂ Xh с вероятностью
не менее (

6a
√

p
ε

)p

· exp(−N · εq ·CM) .

Далее, точки удаленные от X больше, чем на ε не
входят в Xh. Поэтому

sup
X∈X

inf
X ′∈Xh

‖X−X ′‖ ≤ ε
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с вероятностью не меньше(
6a
√

p
ε

)p

· exp(−N · εq ·CM) ,

и всегда

sup
X∈Xh

inf
X ′∈X
‖X−X ′‖ ≤ ε.

Остается заметить, что по предположению P2(
6a
√

p
ε

)p

· exp(−N · εq ·CM)→ 0.

Таким образом,

dH(Xh,X)
p−→ 0.

4. Заключение

В работе рассмотрена область определения отоб-
ражения сжатия алгоритма спектральных вложений
Грассмана-Штифеля. Для нее доказана состоятель-
ность: расстояние Хаусдорфа между неизвестным
многообразием и областью определения стремится
к нулю по вероятности.
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A. Модель данных

Будем предполагать, что

M1. X ∈ Rp является q-мерным многообразием, по-
крытым одной картой. То есть, для некоторого
открытого B ∈ Rq и гомеоморфного отображе-
ния f : B→ Rp выполнено X= f (B);

M2. q — известно;

M3. B — ограниченное множество;

M4. собственные значения матрицы JT
f (b) ·J f (b) раз-

мера q×q якобианов отображения f равномерно
отделены от 0 и бесконечности;

M5. гессиан f существует и поэлементно ограничен
на X;

M6. третьи производные f существуют и поэлемент-
но ограничены X;

M7. число обусловленности c(X) конечно. Числом
обусловленности c(X) многообразия здесь назы-
вается такое число, что для любой точки, уда-
ленной от X не более чем на 1/c(X), существует
единственная проекция на X [26];

M8. многообразие X геодезически выпукло, то есть
кратчайшая, соединяющая любые две точки
многообразия, является отрезком геодезиче-
ской;

Замечание 1. Предположение M1 эквивалентно
существованию на многообразии глобальной систе-
мы координат размерности q.

Свойство M3 используется для получения рав-
номерных свойств рассматриваемых статистик.

Предположения M4-M6 представляют собой
условия гладкости и применяются для связи евкли-
довых расстояний и объемов с расстояниями и объ-
емами на многообразии.

Свойство M7 означает, что многообразие не
содержит “коротких замыканий”: близость точек
по евклидовому расстоянию влечет близость точек
на многообразии.

То есть, пересечение малой евклидовой окрест-
ности точки многообразия порождает малую
окрестность точки многообразия.

Предположение M8 является техническим
упрощением, которое используется для простоты
записи разложения Тейлора.

Так как B ограничено и ограничены производ-
ные f , то ограничено и X. Обозначим a — ребро опи-
санного около многообразия гиперкуба:

a = inf
a′,a1,...,ap:X⊂⊗p

i=1[ai,ai+a′]
a′. (9)

Обозначим cJ и CJ минимальное и максималь-
ное собственные значения метрического тензора
J f (b)T J f (b),b ∈ B соответственно:

cJ = inf
b∈B

min
λ∈σ(J f (b)T J f (b))

λ ; (10)

CJ = inf
b∈B

max
λ∈σ(J f (b)T J f (b))

λ . (11)

Введем обозначение для максимального элемента
матрицы Гессе отображения (B, f ):

CH = sup
X∈X,i, j=1,...,q

∥∥∥∥∂ 2 f (b)
∂bi∂b j

∥∥∥∥=
= sup

X∈X,i, j=1,...,q

√√√√ p

∑
k=1

∣∣∣∣∂ 2 fk(b)
∂bi∂b j

∣∣∣∣2, (12)

где X = ( f1(b), . . . , fp(b))T . Обозначим

CT = sup
X∈X,i, j,m=1,...,q

∥∥∥∥ ∂ 3 f (b)
∂bi∂b j∂bm

∥∥∥∥=
= sup

X∈X,i, j,m=1,...,q

√√√√ p

∑
k=1

∣∣∣∣ ∂ 3 fk(b)
∂bi∂b j∂bm

∣∣∣∣2. (13)
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Многообразие X неизвестно и представлено
лишь случайной выборкой точек

Xn = {X1, . . . ,XN} ⊂ X⊂ Rp

размера N. Причем относительно способа выбора то-
чек предполагается:

S1. Точки для Xn выбираются независимо одинако-
во распределенные из некоторой меры µ такой,
что X является ее носителем: X= suppµ;

S2. Мера µ является непрерывной относительно ри-
мановой меры на многообразии с отделенной от
нуля и бесконечности плотностью pµ ;

S3. Плотность pµ дифференцируема на многообра-
зии X с ограниченной производной.

Замечание 2. Многообразие X снабжено Рима-
новой мерой dV (X) (мерой объема), которая в ло-
кальных координатах в главном члене равна q-
мерному объему. Пусть (Ω,B,P) — вероятностное
пространство, тогда борелевская функция B→ X :
X = X(ω) называется случайной величиной на мно-
гообразии. Обозначим индуцированную этим отоб-
ражением на X меру через µ. Тогда, если любого
борелевского множества

µ(X ∈ X) =
∫
X

p(X)dV (X),

то функция pµ(X),X ∈ X называется функций
плотности [36].

Обозначим pmin и pmax — минимальное и макси-
мальное значение плотности µ на многообразии X
(которые существуют по предположению S2):

pmin = inf
X∈X

pµ(X); (14)

pmax = sup
X∈X

pµ(X). (15)

Обозначим максимальные значения первых и вто-
рых производных pµ(X) (которые существуют, если
выполнено S3):

Cp,1 = sup
X∈X,θ∈TX (X):‖θ‖=1

‖∇θ pµ(X)‖; (16)

Cp,2 = sup
X∈X,θ∈TX (X):‖θ‖=1

‖∇θ ∇θ pµ(X)‖, (17)

где ∇θ — ковариантная производная, которую мож-
но понимать как обобщение производной по направ-
лению на случай многообразий.

Замечание 3. S1 и S2 являются стандартны-
ми предположения, гарантирующими связь выбор-
ки XN с многообразием X, свойства которого изу-
чаются.

Предположение S3 используется для доказа-
тельства равномерности результатов по многооб-
разию.

Также, относительно параметра размера окрест-
ности ε = ε(N) предполагается:

P1. При N→ ∞: ε → 0;

P2. При N→ ∞: Nεq→ ∞;

P3. При N→ ∞: Nεq+4→ 0.

Замечание 4. Предположение P1 означает, что
размер окрестности стремится к нулю, а значит
при разложении функций главным членом будет
член с наименьшей степенью длины. Условие P2
обеспечивает попадание бесконечного числа точек
из выборки, несмотря на убывание размера окрест-
ности. Условие P3 сильнее условия P1 и гаранти-
рует, что вклад смещений порядка ε2 будет беско-
нечно мал в результатах центральной предельной
теоремы для числа точек порядка Nεq.
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